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Exemplos: algoritmos genéticos, estratégias evolutivas, algoritmos

de colonias de formigas, simulated annealing, etc.
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— O desempenho de OEs tem que ver com
- a qualidade dos seus resultados, e

- 0 tempo que ¢é necessario para produzir esses resultados.

(n° de avaliagoes da funcao, tempo de CPU, tempo decorrido, etc.)

— Ha grande interesse na avaliacao do desempenho de OEs. Por
exemplo, ¢ comum querer escolher o “melhor” optimizador de

entre varias alternativas.

— O que significa | bom desempenho | de um OE?

- produzir resultados em pouco tempo,
- resultados de boa qualidade, ou seja, resultados “proximos”

do(s) valor(es) 6ptimo(s) da fungao objectivo.



Avaliacao do [Desempenho} de Optimizadores Estocasticos
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Questoes |

(a) Nao se conhece o 6ptimo no espago de decisao, nem o(s) valor(es)
6ptimo(s) da fungao objectivo!

~ Problemas de minimizagao: resultados melhores = valores menores

(b) O desempenho do mesmo OE pode variar em funcao . ..
- da instancia do problema de optimizacao,
- da condicao inicial escolhida,
- dos valores dos parametros do OE,
- etc.

~+ Delineamento experimental



Avaliacao do {Desempenho} de Optimizadores Estocasticos
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Para a avaliacao do desempenho consideramos dois cenarios:

Cenario 1| (critério de paragem = qualidade dos resultados):

Desempenho = Tempo de Execucao

onde o tempo de execucao ¢ aleatorio e é representado por . ..

« uma variavel aleatéria X em R=°
* com distribui¢ao de probabilidade Fy = P(X < x).

% Estudar distribuicoes univariadas.



Avaliacao do (Desempenho} de Optimizadores Estocasticos

o
(@
o
o

Cenario 2 | (critério de paragem = tempo de execucao):

Desempenho = Qualidade dos Resultados

~

~
~

aleatorios !!

% Estudar distribuicoes de probabilidades

.[univariadas +— optimizacao mono—objectivoj

. [multivariadas ou ainda mais complexas
+— optimizac¢ao multi-objectivo

~ Tema da presente aula!




Estrutura da aula

e Optimizadores mono-objectivo:

— Distribuicoes de resultados e desempenho

e Optimizadores multi-objectivo:
— Distribuicoes de resultados
— A abordagem da funcao de aproveitamento

— A abordagem dos indicadores de qualidade

e Notas finais
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Optimizadores mono-objectivo

Vamos considerar os resultados de OEs produzidos no espaco

dos objectivos apds um determinado tempo de execucao, i.e. Cenario 2.

No entanto, a discussao que se segue também se aplica a qualquer dis-
tribuicao de tempo de execucao, i.e. Cenario 1.



Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

e O valor minimo da funcao objectivo é um escalar z* € R.

e (Cada execucao do OE produz um resultado aleatério que é re-
presentado por uma variavel aleatéria X em R com realizacoes
*
z € [z¥, 00).

e A distribuicao de resultados é uma distribuicao univariada, dis-

creta ou continua, com suporte em R="" que pode ser caracterizada

pela funcao de distribuicao

onde Fx(z) =0se z € (—o0,z%).
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Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

e Osresultados sao de melhor qualidade quando a sua distribuigao se

concentra mais perto do valor minimo z* € R da fun¢ao objectivo . ..
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x x
funcao de densidade funcao de distribuicao

[w Os resultados com a distribuicao a vermelho sao de melhor qualidade.]




Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

., Ou seja, quanto ...

(a) menor no sentido estocastico for a varidvel aleatéria X, ou ainda,

quanto maior Fx(z) para todo o z > x*.
[ caso “ideal”: Fx(z) = {z > x*} }
(b) menor o valor de uma medida de localizagao, tal como:
o média: p=FEX)>z*
o mediana: s > x* onde P(X < xg5) = 0.5
o a-quantil: x, > x* onde P(X < z,) =«

[ casos “ideals”: u = xg5 = 2, = =" |



Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

(¢) menor o valor de uma medida de dispersao, tal como:
o waridincia: o* = Var(X) > 0

o amplitude interquartil: x5 — Tga5 > 0

| casos “ideals”: 02 = xg75 — 25 = 0 |

Néao faz sentido considerar o critério (c) sem ter em conta o

critério (b).

A A média é o 1° momento nao-centrado de uma distribuicao e

a variancia ¢ o 2° momento centrado de uma distribuicao.



Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

Problema

Fx(+) e as medidas de localizacao/dispersao sao desconhecidas!

Analise inferencial — Estimacao

A funcao Fx(:) e as medidas de localizacdo/dispersao podem ser

estimadas a partir de . ..

— uma amostra aleatoria (simples) X1, Xo, ... Xy, i.e.
— n variaveis aleatérias independentes com a mesma distribuicao,

que representam os resultados de n execucoes independentes do

optimizador.



Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

Consideram-se, por exemplo, os seguintes estimadores:

o funcao de distribuicao empirica:

Fi(z) = % - i[{xi <2

. — 1 &
o média amostral: X = — - E X;
n 4
_ =1
o mediana amostral:

[X( )+ X(n-2|-2):| se n ¢ par

N3

1
Qos = { 2
X (g1 se n ¢ impar,

onde X(y), ..., X, sao as variaveis aleatorias da amostra ordenada.



Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

o «a-quantil amostral:

1
O — 5 [ Xa) + Xnarny] sen-a €N
([n-al) Se 1o (v ¢ N

>

onde X(y), ..., X, sao as variaveis aleatorias da amostra ordenada.

L S(x - X7

1=1

o wvaridncia amostral: S? = 7 :
n —_—

o amplitude interquartil amostral: Qg5 — Qo.os

A Como a distribuicao de resultados deve ser enviesada para a direita,
pode ser preferivel considerar a mediana amostral em vez da média amos-

tral e a amplitude interquartil amostral em vez da variancia amostral.




Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

Testes de hipdteses

Frequentemente, o objectivo é . ..

comparar o desempenho de OEs

e, com “sorte” ...

afirmar com certo grau de confianca

que

- 0 desempenho de dois ou mais OEs ¢é diferente (nalgum sentido).

- um OE tem melhor desempenho que outro OE (nalgum sentido).



Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

Para esse efeito, considere-se um dos seguintes problemas de teste:

H, : O desempenho de dois ou mais OEs ¢ igual
(nalgum sentido).

V.S.

H, : O desempenho de dois ou mais OFEs ¢é diferente
(nalgum sentido).

H, : O desempenho de OE-A nao ¢ melhor que o de OE-B

(nalgum sentido).
V.S.

H, : O desempenho de OE-A ¢ melhor que o de OFE-B

(nalgum sentido).




Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

“Com sorte”, ha evidencia estatisticamente significativa de que ... o
()

o

- 0 desempenho de dois ou mais OEs ¢ diferente (nalgum sentido).

- O desempenho de OE-A é melhor que o de OE-B (nalgum sentido).

Isso é: P(decisao “rejeitar Hy” é errada) < a, « € {0.01,0.05}

“Com menos sorte”, nao se pode rejeitar Hy !

... nao ha tal evidéncia estatistica.




Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

Testes de hipoteses para OEs “independentes”:

Teste compara n° de OEs

Kolmogorov-Smirnov | funcao de distribuicao | dois ou mais

Mann-Whitney mediana dois
Kruskall-Wallis mediana trés ou mais
Brown-Forsythe variancia dois ou mais

Testes de hipoteses para OEs “dependentes”:

Teste compara | n° de OEs

Wilcoxon | mediana dois

Friedman | mediana trés ou mais




Optimizadores mono-objectivo:
Distribuicoes de resultados e desempenho

e Comparacoes multiplas com | trés ou mais OEs |,

- “entre todos os pares”,
- “com um controlo” (OE de referéncia),
- “com o melhor”,

requerem testes multiplos com ajustamento de a.

e Considerar diferentes . ..
- instancias do problema de optimizacao
- parametros do optimizador,
- critérios de paragem

requer métodos de delineamento experimental.



Optimizadores multi-objectivo

A Vamos considerar os resultados de OEs produzidos no espaco
dos objectivos apds um determinado tempo de execucao, i.e. Cenario 2.




Optimizadores multi-objectivo:
Distribuicoes de resultados

e Os valores minimos (nao-dominados) da fun¢ao objectivo dao

origem a uma fronteira dptima (de Pareto) X* em R,

e Em cada execucao, o optimizador produz multiplos resultados

aleatdrios em R? que se representam por um conjunto aleatdrio

de pontos nao-dominados (conjunto APN)
X={X,.. ., XyeR: PX;<X;)=0, i#j},

sendo
~ X1, X,, ... vectores aleatdrios em R? e

— M uma variavel aleatoria em N.



Optimizadores multi-objectivo: Distribuicoes de resultados

f2‘

® Uma realizacdo em R?
com m = 3

= /1

Caracteristicas de um conjunto APN X:

— Os pontos (vectores) xy, o, . ..x,, de uma realizagio de X sao
nao-dominados no sentido de Pareto.
— Os vectores aleatorios X, X, ... X sao dependentes.

— X é fechado e é “nao-estacionario” .



Optimizadores multi-objectivo: Distribuicoes de resultados

Representacoes alternativas de um conjunto APN X’

A

— 0 conjunto aleatério fechado Y
( “conjunto atingido”)

Y={zeR*X;<2V..VXy <2z}

— 0 campo aleatorio binario

{B(2),z ¢ R} = {[{z € V},z € RY}

Y

Y




Optimizadores multi-objectivo: Distribuicoes de resultados

e A distribuicao de resultados é bastante complexa pois compreende

— as distribuigoes multivariadas (idénticas) de Xy, X, . ..
— a distribuicao univariada discreta de M, e

— a dependeéncia entre Xy, Xo, ...

Dado M < m*, ou seja, dado que o optimizador nao produz mais

que m* resultados por execucao, a distribuicao de X pode ser ca-

racterizada pela funcao de aproveitamento de ordem m*

", [!-“("n . n
cincle atlnge / "domina fracamente

[Xﬁz] significa EXlgz V Xo<z V...V XMSZI.



Optimizadores multi-objectivo: Distribuicoes de resultados

Por palavras, oé;” )(zl, ey Zme) €L
“a probabilidade de atingir todas as metas z,..., 2, numa

Unica execucao do optimizador”.

e Os resultados do optimizador sao de melhor qualidade quando a
sua distribuicao se concentra mais perto da fronteira 6ptima X*

em R?,

., ou seja, quanto ...

menor no sentido estocastico for o conjunto APN X, ou ainda,

quanto mailor oz();n*>(zl, ..., Zm+) para todo o vector z; € R?,



Optimizadores multi-objectivo: Distribuicoes de resultados

A complexidade da distribuicao dos resultados . ..

— torna dificil a sua representacao grafica.

~

— deu origem a muitos critérios de desempenho para optimizadores

multi-objectivo!

Duas principais abordagens

1. Abordagem da funcao de aproveitamento que descreve

a distribuicao do conjunto APN X directamente através de uma

hierarquia de funcoes encaixadas, cada vez mais informativas.
2. Abordagem dos indicadores de qualidade que transforma

o conjunto X numa variavel aleatéria em R e estuda a respectiva

distribui¢ao univariada, (geralmente) em termos da sua média.




A abordagem da funcao de aproveitamento




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

e O desempenho de um optimizador multi-objectivo é avaliado

na sua totalidade através de a();n )(zl, ey Zmr), onde m* é o

numero maximo de resultados X; por execucao.

e Uma descricao de tipo “média” da distribuicao de X é possivel

com a fungao de aproveitamento (de ordem 1)

oY (2) = ax(z) = P(X < 2)
:P(Xlgz V X<z V...V XMgz),

ou seja, com a

“probabilidade de atingir cada meta z € R? numa tnica

execucao do optimizador”.




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

A Tal como a média u, a funcdo ay(-) nao descreve a distribuigao de X
na sua totalidade — a nao ser que X = {X}. Nesse caso, ay(-) reduz-se

a uma fungao de distribuigao Fx(-)!

— O caso ideal quanto ao desempenho em termos de ay(-) é a

funcgao de aproveitamento ideal: ar(z) = {X* < z}.

Jo A




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

A Tal como a média u, a funcdo ay(-) nao descreve a distribuigao de X
na sua totalidade — a nao ser que X = {X}. Nesse caso, ay(-) reduz-se

a uma fungao de distribuigao Fx(-)!

— O caso ideal quanto ao desempenho em termos de ay(-) é a

funcgao de aproveitamento ideal: ar(z) = {X* < z}.

fQAE




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

A Tal como a média u, a funcdo ay(-) nao descreve a distribuigao de X
na sua totalidade — a nao ser que X = {X}. Nesse caso, ay(-) reduz-se

a uma fungao de distribuigao Fx(-)!

— O caso ideal quanto ao desempenho em termos de ay(-) é a

funcgao de aproveitamento ideal: ar(z) = {X* < z}.

fQAé




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

A Tal como a média u, a funcdo ay(-) nao descreve a distribuigao de X
na sua totalidade — a nao ser que X = {X}. Nesse caso, ay(-) reduz-se

a uma fungao de distribuigao Fx(-)!

— O caso ideal quanto ao desempenho em termos de ay(-) é a

funcgao de aproveitamento ideal: ar(z) = {X* < z}.

J2 A




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

— | Estimacao

A funcao ax(+), que é desconhecida, pode ser estimada através da

funcao de aproveitamento empirica

o (2) = % - i]{)@ a2}

[lustracao de um caso bi- I \

objectivo (n = 21):

Curvas de nivel €, 0.25, 0.5,
0.75,el —¢€




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

— | Teste de hipdteses

Um teste de tipo “Kolmogorov-Smirnov” permite comparar duas

funcoes de aproveitamento de dois optimizadores A e B.

— Problema de teste (bilateral):

Hy: ax,(z) = ax,(2) paratodoo z € R
V8.

H,: ay,(z) # ay,(z) para pelo menos um z € RY,



Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

— Regra de decisao do teste bilateral: Para o nivel de significancia

a € (0,1), rejeitar Hy se

Dy = sup | (2) — a2 (2)| > dpmiay
z€R4

onde d,.,,.1_, pode ser aproximado através de simulagao (teste de

permutagoes).

A Também ¢ possivel formular testes unilaterais.



Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

e Uma descricao de tipo “mediana” da distribuicao de X é possivel

através do conjunto
Vos = {Z € R | ax(z) > 0-5}
(mediana Vorob’ev do conjunto atingido)

[ caso ideal: Vo5 = {z € RY | X* < 2}

A Nao proporciona mais informacao do que a funcao de aprovei-
tamento ay(+).



Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

e A descricao de tipo “variancia’ com a funcao de variancia

Vary(z) = ax(2) — [ax(2))

também nao fornece informacao adicional, porque é determinada

exclusivamente pela fungdo de aproveitamento ay(-).

e Mais informacao sobre a distribuicao de X e, portanto, sobre o
desempenho de um optimizador multi-objectivo

— diz respeito a dependencia entre X, X,, ... X/, e

— é capturada pelas funcoes de aproveitamento de ordem > 2.



Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

Divida

— Existem muitas funcoes de aproveitamento de ordem > 2,

(no total: m* — 1)

— e a sua complexidade aumenta gradualmente! . . .

B> | Até que ordem vale a pena considerd-las?

Resposta

Nao é claro!

No entanto, ¢ certamente interessante considerar a chamada

funcao de covariancia.



Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

e Uma descricao de tipo “covariancia” da distribuicao do conjunto

APN X, baseada na funcao de aproveitamento de 2* ordem, é

possivel através da funcao de covariancia

Covy(z1, 29) = oé?)(zl, 29) — ax(21) - ax(29)

A funcao mostra em que regioes do espaco dos objectivos duas
metas tem tendencia a ser . ..

— atingidas conjuntamente, na mesma execucao do optimizador.

~~ covariancia positiva

— atingidas em alternativa uma a outra, na mesma execucao do

optimizador. ~+ covariancia negativa



Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

A A fungao Covy(+,-) tem o valor Zero, quando .. .

— as duas metas podem ser atingidas independentemente.

— uma das duas metas nunca ¢é atingida (ou ambas sao sempre).

[lustracao da funcao de covariancia empirica:

| covariancia negativa elevada (< —0.21) |

5

10

\®]

covariancia positiva elevada (> 0.21)

5 10




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

— Casos “nao-ideais”:

— Covariancia positiva entre metas distantes.

—> Em cada execucao, o optimizador aproxima toda a fronteira

X* de maneira equilibrada, umas vezes melhor que outras.

— Covariancia negativa entre metas distantes.

—> Em cada execucao, o optimizador aproxima apenas uma
regiao (pequena) da fronteira X, diferente em cada

execucao.

A A covariancia é sempre positiva para duas metas proximas e tem o

valor da variancia para duas metas iguais.




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem da funcao de aproveitamento

Entao . ..

| covariancia negativa elevada (< —0.21)

5 10 5 10

covariancia positiva elevada (> 0.21)

— Existem valores da funcao de covariancia negativos elevados entre

algumas metas distantes.

— Nao existem valores da funcao de covariancia positivos elevados

entre metas distantes.



A abordagem dos indicadores de qualidade




Optimizadores multi-objectivo:
A abordagem dos indicadores de qualidade

Para evitar a complexidade da distribuicao de um conjunto APN X

de resultados no espaco dos objectivos R? . . .

— transforma-se X numa variavel aleatéria em R, com respeito a um

conjunto de refereéncia Z,.y, i.e.
X = ]me(X) ER

— considera-se a respectiva distribuicao univariada, geralmente,

em termos da sua média. )




Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

Ha muitos indicadores de qualidade unéarios na literatura.

Exemplos tratados em seguida:

1. Indicador € unéario
2. Indicador da fracao atingida (“covered fraction”, “coverage”)

3. Indicador (ponderado) de hipervolume



Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

Indicador € unario:

ref _ref Zref
k

— Definicao: Seja Z,; = {17, 2,7,...,2,”} com pontos nao-

dominados em R?.

k
I.(X, Z,) = inf {e eER" [[HX g€ 27} = 1}

1=1

— O indicador tem realizagoes em (0, 00), onde um valor menor indica

melhor qualidade do conjunto de resultados realizado.



Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

f2 A
| O
TR I(X, Z,) > 1
e
O % e I(X, Z,y) =1
O o - I(X, Z,.4) <1
“h
Ideia:

— Quanto ¢ que Z,.s se tem que deslocar para cima para a realizacao
ref 2

t

de X' atingir todos os elementos z

— Até onde ¢é que Z, . se pode deslocar para baixo para a realizacao

de X ainda atingir todos os elementos 2/ ?



Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

Em termos absolutos, Z,.; devera representar um nivel de qualidade

minimamente satisfatorio para um conjunto de resultados. Assim,

—um valor médio do indicador | > 1 | indicara uma qualidade nao-

satisfatoria.

—um valor médio do indicador | < 1 | indicara uma qualidade satis-

fatoria.

7?7 Mas, por que nao usar antes a mediana da distribuicao deste

indicador, cujo valor é

iﬂf{6€R+Z ozgf)(e-z"l"ef,...,e'z;ef):O.B} ?



Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

Indicador da fracao atingida:

— Definicao original com Z,.;= X" um conjunto finito de pontos:

Proporcao da fronteira 6ptima de Pareto X'* atingida por X

fo

A

Ipa(X, Z,) =2/4 =05

— O indicador tem realizacoes em [0, 1], onde um valor maior indica

melhor qualidade do conjunto de resultados realizado.



Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

— Defini¢ao generalizada com conjuntos Z,.; € R? compactos:

Yy ? Yy

O indicador mede . ..

— a proporgao do conjunto Z,.; atingida por X, ou

— 0

tamanho

da intersecao do conjunto atingido

Y={zcR": X <1z}

com o conjunto Z,., multiplicado com 1/tamanho(Z,).




Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

Indicador (ponderado) de hipervolume:

— Defini¢ao com conjuntos fechados 7, = {z € R?: 2 < 2}

/o

A

Mede . ..

o | tamanho

da intersecao de } com Z . ponderado por uma

funcdo de ponderacao w(-) nao-negativa, integrvel sobre 7.



Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

Férmula comum para os ultimos dois indicadores:

| {X <z} - w(z) H(dz) ‘

Zyey medida Hausdorft
adequada

onde para o ...

— Indicador generalizado de fracao atingida:

1 1
tamanho(Z,.) - H(Z,)

w(z) =

— Indicador ponderado de hipervolume:

ZT@f — Zr*ej



Optimizadores multi-objectivo: Indicadores de qualidade

Férmula comum para a média dos ultimos dois indicadores:

/Zf w(z) H(dz)
N

funcao de aproveitamento de ordem 1

/N

Mostra a ligacao entre a abordagem dos indicadores de qualidade

e a abordagem da funcao de aproveitamento!




Notas finais

e O desempenho de um OFE é associado as
distribuicoes de probabilidade

dos seus resultados e do tempo de execucao.

e A complexidade dessas distribuicoes dificulta a avaliacao completa

do desempenho de um OE.

e Uma avaliacao baseada em informacao parcial deve ser planeada

com cuidado!



OEs OEs

mono-objectivo multi-objectivo
%pem )%esempm
tempo de qualidade dos tempo de qualidade dos
execucao resultados execucao resultados

distribuicao de
um conjunto APN
[ Funcoes de

distribuicao™ [ Indicadores aproveitamento
univariada | de qualidade

indicador?
conjunto de referéncia?
ponderacao?

que ordem
na hierarquia?




Obrigada!
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